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: 이 심플한 것이

BSM으로 수렴함을

증명할 수 있다.

이 사람들은 미방이 아닌 아주 쉬운 수준의 수학만으로 같은 모델을 만들 수 있음을 증명하고 있

다.

•

American option도 고려하고 있음. 이는 만기 이전에도 행사할 수 있다. 보통은 American option

에서 미분방정식을 풀 수 없는데, 이 사람들은 Exact한 solution은 주지 못해도 numerical한

procedure는 줄 수 있다는 것이다. (즉 수치해석적 기법으로 가능하다는 의미이다)

다만 American option에 대한 부분은 빼고 European option 부분만 다룰 예정이다.

: William Sharpe란 사람이 아이디어를 주었다. 그 아이디어 가지고 논문을 낸

것이다! 그리고 그거 하면서 학생들에게 가르쳐 본 것이다. 대학원 수준의 책이

라면 대부분 처음 start는 강의 노트이다. (Hull 책도 처음 시작은 강의노트이다) 

그거 가지고 가르치다 보면 학생들이 어느 부분을 이해하고 이해하지 못하고를

알 수 있다. 그런걸 계속 반영하다 보면 책이 되는 것이다.

NSF: 우리 식으로 치면 연구 기금만을 학자들에게 대 주는 곳이다. 미국 교수들

은 급여를 받는데 특이한 점은 가르칠 때만 급여를 받는다. 그래서 나머지 기간

에는 NSF에서 이런이런 연구를 하겠다고 하고 먹고 사는 것이다. 이런 식으로

Research fund를 받는 것이다.

•

미국에 유학가면 RA/TA를 하는데, RA는 많은 경우에 학생에게 직접 월급처럼

돈을 주는 것이다. 그런데 그 월급의 Source가 NSF이다.

•

공식적인 장내 시장을 말함.•

우리나라 옵션 시장만큼 활발한 시장이 없다! (어떻게 보면 베팅이라서 그

렇다)

•

노벨상의 기준 - Path-breaking한 article을 쓰고, 그걸로 인해 많은 새로

운 연구를 불러 일으켜야 한다. (따라서 노벨상은 항상 늦게 받을 수 밖에

없다.)

•

부도(Default)란 무엇인가?•
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없다.)

부도(Default)란 무엇인가?•

이를 정의한 것이 Merton이다. 기업의 재무제표를 보면 왼쪽 Asset, 오른쪽

Liability/Equity가 있다. 그런데 L은 다른 사람으로부터 돈을 빌린 것이다. (혹

은 채권을 발행할 수도 있다) 또한 E는 자신이 주식을 발행하는 것이다. 따라

서 L에 대해서는 정해진 이자를 주어야 하고 E에 대해서는 이자를 주는 것이

아니다. (엄밀히 말해 E는 배당만을 갖고 끝나는 것이다.)

•

Merton은 회사를 대단히 simple하게 생각했다. 만기시점 T가 되어 회사를

청산한다고 해 보자. L을 K라 하는 특정 금액을 만기 시점이 되기 전에는 아

무 것도 안 주다가 만기 시점에 K를 주는 채권이라고 생각하여 보자. 그런 식

의 채권을 zero-coupon bond라고 한다. (즉 이자가 없는 채권이다) 그럼 이

런 채권을 왜 사나? 지금으로부터 3년 후에 100이라고 하는 돈을 받을 수 있

다? 그럼 현재 시점에서 이의 가격은 100보다는 쌀 것이다. (이자를 안 주기

때문)

•

E는 주식을 발행해서 돈을 모아서, 여하튼 L+E로부터 모아진 돈으로 공장을

지어 생산을 하면 전체적인 A가 높아지게 되는 것이다.

•

만기 시점의 경우○

그럼 부도란 무엇인가? L과 E를 가지고 있는 사람들이 누가 우선순위가 있

나? 금액이 적으면 L을 충분히 갚을 만한 자산이 안 되면? 그럼 L을 가진 사

람이 전부를 가지게 된다. 따라서 이를 수식으로 표현하면,

•

Bond holder Equity holder

AT>K K AT - K

AT<K AT 0

•

이 중 아래 진하게 표시된 것이 바로 부도(default)로 정의될 수 있다.

이 중 K는 고정되어 있는 숫자이다. 그리고 AT는 랜덤하게 결정된다. 따라서

Max(AT-K, 0)과 같다. 결국 주식을 하나 가지고 있다는 것은 그 기업에 대한

콜옵션을 가지고 있다고 생각해 볼 수도 있는 것이다.

그럼 왼쪽의 경우는 어떻게 되나? Min(K, AT)가 될 것이다. 왜? AT>K일 때 K

를 가져가고 AT<K일 때 AT를 가져가기 떄문이다. 이게 옵션인가? 이건 옵션

이 아니다. 그런데 이걸 아래와 같이 바꿀 수 있다.

Min(K, AT) = K - Max(K-AT, 0)

그런데 Max(K-AT,0)이걸 보면 풋옵션과 같다. 그런데 앞에 -가 붙었다? 즉 풋

BIS 비율•

또한 사람들은 이걸 가지고 무엇을 구하냐? 은행의 BIS 비율이라는 것을 계

산한다. 가장 최근의 BIS 비율은 이야기는 아마 외환은행 사례일 것이다. 이

BIS 비율을 선정하는데 볼튼의 생각을 반영한 것이다. 은행은 기본적으로 대

출을 해 줘야 먹고사는 곳이다. 은행이 100억원의 대출을 해 줬다고 해 보자. 

은행에다 예금을 맡기면 기업들에게 대출을 해준다. 대출해주고 나서도 자기

자본을 가지고 있어야 하는데, 그 비율이 8%가 되어야 하는 것이 BIS 비율이

다. 그런데 여기에서 문제가 발생할 수 있다. 만약 우리가 은행을 경영한다고

해 보자. BIS 비율의 비중이 8%이므로 8%만 은행에 쌓아두고 있으면 된다. 

그런데 돈을 더 벌고 싶다면 어떻게 해야 하나? 수익성이 높은 곳에다 대출

을 해 주면 된다. 즉 이자를 많이 받는 곳에다 대출해 주게 된다. 그런데 문제

는 그런 식의 이자를 많이 받을 수 있는 곳은 대개 Risk가 높은 곳이란 점이

다. (삼성보다는 중소기업의 경우 이자가 더 높기 때문이다) 따라서 이런 식

으로 Fixed rule이 있으면 위험이 생긴다. 즉 이 BIS의 목적은 금융기관들이

안 망하도록 하는 룰인데, 이걸 잘못 악용하면 금융기관들은 오히려 더 위험

해지는 것이다. (자꾸 대출금 회수를 못하면 은행이 망하기 때문이다)

Basel II•

BIS = Bank for International Settlements라고 하고, 우리말로는 국재 결제

은행이라고 한다. BIS는 기본적으로 국제 금융기구이다. 각 국가의 주요한 기
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옵션을 판 것과 같다. 그리고 K만큼을 long을 한 것이다. 따라서 Liability나

Equity는 것은 전부 Call/Put 옵션의 포트폴리오로 설명할 수 있다. 이 이야기

를 좀 더 진전시키면, AT가 실제로는 ST에 해당한다는 의미도 된다. (즉 만기

시점의 가격)

즉 ST를 설명한 모형으로 AT를 설명하는 것도 가능하다는 것이다.

기업 가치•

따라서 ST는 아래의 stochastic 미방으로 가정할 수 있다.

다만 sigma만 약간 의미가 다르다. 여기에서는 주식 시장의 변동성이 아닌

기업 가치의 변동성이 된다. 사실 Bolton의 이야기는 여기까지만이다. 그 이

후에 사람들이 기업 가치의 변동성 구할 때, 기업의 가치를 가장 잘 반영하는

수치인 주식을 가지고 구하였다. 이를 P(AT<K)를 가지고 구하였는데, 그것이

그 기업의 부도 확률이다. 따라서 그 기업의 부도 확률이 낮으면 낮을수록 높

은 신용등급을 얻고, 높을수록 낮은 신용등급을 얻을 것이다.

이런 신용등급을 해 주는 회사들이 S&P라든지 무디스라든지 하는 회사들이

다. 이들은 Historical 한 자료들이 많다. (즉 AAA인 기업들이 어떻게 부도가

나느냐? 하는 등의 자료들을 이용한다)

은행이라고 한다. BIS는 기본적으로 국제 금융기구이다. 각 국가의 주요한 기

관들이 돈을 내서 만든 곳이다. 이들은 권한은 없다. 그런데 이 Suggestion이

있는데, 그게 거의 Rule이 된다. (왜냐하면 세계 대부분의 은행이 BIS를 따르

게 되기 때문이다)

이거 안 따르는 대표적인 은행의 대표적인 예는 중국 은행들이다. (그래서 국

제 금융 시장에서 놀 수 있는 은행들이 아니다.)

여하튼 이 은행이 Swiss Basel에 있다. 이거 이름을 따서 Basel II란 것을 만들

었다. 이 룰의 이것의 핵심은 뭐냐? 좋은 기업이면 8%, 나쁜 기업이면 그보

다 높게 BIS 비율을 정하라고 규정을 준 것이다. 즉 Risk-sensitive 한 것이다.

Phi =표준정규분포의 Cof○
PD = Probability of Default○
이거는 과거의 히스토리를 따라서 구한다.

즉 부도기업이 높은 중소기업의 경우 5%를 집어넣으면 거의 20% 나

온다. 이거 대비해서 BIS를 쌓아야 한다.

그런데 이 식이 누구의 식이냐? 바로 볼튼의 식이다. 70년대에 생각했

던 부도에 대한 식이다. 30년도 더 된 사람들인데 우리 살고 있는 세상

에 영향을 주고 있다는 점이 오늘 배울 교훈이다.

여하튼 내년부터 우리나라에서도 Basel II를 시행할 예정이다.

이 식이 어떻게 나온 것인가는 중간고사 끝나고 나서부터 할 예정이다. 

그렇게 하라고 준 식이 바로 아래의 식이다.

Binomial 모형을 어떻게 만들 것인가를

설명하는 것이다.

•

Call option을 팔 때, C라는 가격을 가지•
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Binomial 모형을 어떻게 만들 것인가를

설명하는 것이다.

•

Call option을 팔 때, C라는 가격을 가지

고 파는 것을 말한다.

•

r(무위험이자율)=25%•

여하튼 이런 call option이 있다고 하자. 

그럼 이 call option의 가격이 얼마인지

결정할 수 있다는 것이다. Arbitrage가

존재하지 않는 경우 이 주어진 것만 가

지고도 call option의 가격을 계산할 수

있다.

•

Call option을 3개 팜1)

$50까리 주식을 2개 삼.2)

$40을 25%로 대출받음. (혹은 채

권)

3)

[다음의 case]•

이는 강의자료 Excel 파일에 있던 거랑 비슷한 파일이다.•

: Arbitrage가 존재하지 않기 위해서는 이들을 합친 값이 0이 되어야 한다. 이를 만족하는 C의 가격은 $20

이다.
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이는 강의자료 Excel 파일에 있던 거랑 비슷한 파일이다.•

이들은 어떤 관계를 만족시켜야 하나?•

미래에 항상 0이라는 profit이라고 하기 때문에 현재 시점의 가치도 0이 된

다. (arbitrage가 존재하지 않는다고 가정했을 때) 즉 이걸 만족해야 하기

때문에 콜옵션가는 $20이 되어야 한다.

•

그런데 만약 call option이 이것과 같지 않으면 어떻게 될까? Call option의

가격이 $25이다? 그런 경우 하나를 팔 때마다 $5의 이익을 낼 수 있다. 그

리고 만기시점에는 이익도 손실도 없게 된다.

•

이는 유명한 그림이다. Q를 가지고 위로 올라가면 uS가 되고 내려가

면 dS가 된다.

•
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여기서 r이라고 하는 것은 gross rate, 즉 [1+이자율]이 된다.•

: u가 제일 커야 되고, 그 다음에 r > d 이다. (이 r은 gross rate이다)

그런데 만약 r(gross rate)이 u보다 크면? 그럼 아무도 주식을 사지 않는다. 그

경우 주식 가진 사람은 주식을 short하고 은행에 돈을 넣어버리게 된다. 그 반

대의 경우에는 은행에서 돈을 빌려서 모조리 다 주식에 투자해버리게 된다. 따

라서 항상 이 관계가 성립해야만 한다.

: 이는 call option이다. 위쪽은 Cu, 아래쪽은 Cd라고 표시했다.

: Stock을 Δ만큼 사고, B만큼의 무위험 채권 포트폴리오를 구성했다고 할 경

우 그 포트폴리오의 가치는 아래와 같다.

이 경우 무위험채권이기 때문에 일정한 금액을 주게 된다.(이 금액은 rB이다) 

그리고 이 때 r은 gross rate이다.

주식의 경우를 보면 upstate가 되어도 그 개수만큼을 반영해야 한다.즉 S가

uS로 변하든지 dS로 변하든지 이를 반영해야 한다. 

따라서 Call option의 경우 옆과 같이 가격을 정할 수 있다.

이 식은 결국 Delta hedge의 식과 궁극적으로 같다.

교수님이 설명했던 방식과는 약간 다르다. 교수님은 upstate가 되건

downstate이건 같게 만드는 Δ를 찾는다고 했는데, 이 사람들은 down일 때

는 down의 가치를 갖는 포트폴리오를 찾고 up일 때는 up의 가치를 갖는 포
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교수님이 설명했던 방식과는 약간 다르다. 교수님은 upstate가 되건

downstate이건 같게 만드는 Δ를 찾는다고 했는데, 이 사람들은 down일 때

는 down의 가치를 갖는 포트폴리오를 찾고 up일 때는 up의 가치를 갖는 포

트폴리오를 찾는다. 여하튼 이렇게 구해서 연립방정식을 구한다. 그리고 이

를 대입한 것이 call option의 현재 시점에서의 가격이 되어야만 한다는 것이

다.

: 합쳐서 계산하면 이런 형태가 나온다. 이 중 앞에 있는 Term을 P 즉 upstate로 놓

고 뒤를 downstate로 놓으면 된다.
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: 합쳐서 계산하면 이런 형태가 나온다. 이 중 앞에 있는 Term을 P 즉 upstate로 놓

고 뒤를 downstate로 놓으면 된다.

그런데 이 때 r은 무위험 이자율이다. 이를 discount 해 주면 콜옵션의 가치가 되는

것이다.

즉 저자는 모든 것을 다 discrete 하게 생각한 것이다. 그리고 결론은 우리가 했던

것과 똑같은 결론이 나온다!!

q라고 하는 숫자 자체는 formula에 나타나지 않는다.1)

즉 이는 investor가 어떤 생각을 가지고 있는지 관계없이 우리가

C라고 하는 값을 결정할 수 있다는 것이다.

○

Risk를 선호하는 사람이든지 회피하는 사람이든지 전혀 상관없이

똑같이 같은 공식을 적용할 수 있다.

2)

콜옵션 계산할 때 유일하게 영향을 주는 것은 자기 기초자산 하나3)

유의해야 할 성질들•

   금융공학페이지 9    



C라고 하는 값을 결정할 수 있다는 것이다.

Risk를 선호하는 사람이든지 회피하는 사람이든지 전혀 상관없이

똑같이 같은 공식을 적용할 수 있다.

2)

콜옵션 계산할 때 유일하게 영향을 주는 것은 자기 기초자산 하나

밖에 없다.

3)

[참고]•

마켓 포트폴리오란 것이 있다. 다른 놈 가격이 어떻게 되든 상관없이 가

지고 있어야 한다는 의미이다.

또한 옵션은 다른 애들에 의해서 상대적으로 구해진다. (단 이를 모르는

상태에서 가격을 결정할 수는 없다) 즉 다른 애들의 가격을 통해서 자신

의 가격을 결정해 나가면 된다.

•

q는 실제 어떤 일이 일어날 확률이다. 그런데 p라는 확률은 risk neutral

한 사람이 세상을 바라볼 확률이 바로 q가 되는 것이다. 이렇게 계산한

formula는 investor가 risk를 좋아하건 싫어하건 관계없이 받아들일 수

밖에 없는 가격이다. 그래서 p를 risk-neutral이라고 부르는 것이다.

•

[메모] 좀 더 자세히 읽어보자!!!•

   금융공학페이지 10    



이제 2-step으로 나간 경우이다. 그림만 보아도 어떻게 하는지 다 알 것

이다.

•

여하튼 기초자산의 가격이 움직이는 것을 나타내고 있다.

이 그림에서 위의 부분만 우선 보면, one-step binomial tree처럼 생겼다. •
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Two -step binomial tree에서의 가격.•
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위의 콜옵션을 n-step에 대해서 generalize 시키면 이렇게된다.•

a라는 숫자를 놓고 보자. 동전의 앞면이 몇 번 나와야만 max 안에 있는 것이

0보다는 큰 숫자가 나올 것인가? 여하튼 이를 위한 최소한의 동전의 개수가

바로 a이다.

•

이 식을 대해서 놓고 a에 대해서 구하면, log(K/Sdn)/log(u/d)가 된다. 따라서

이거보다 큰 정수가 되면 된다는 의미이다. 이렇게 a를 정의해 놓고 나면 0이

max로 나올 것이기 때문에 아래와 같은 식이 된다.

•

즉 이 때 j=(a~n) 까지만 summation 하면 된다.•
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이는 이항 누적 분포와 똑같다. •

반면 앞쪽은 야간 다르다. 뒤에 뭔가가 더 달라붙어있다. 이 부분을 집어넣어보면,

가 된다. 

이의 항들을 p'=(u/r)p로 정의하여 치환하여보자. 그럼 식의 우변의 경우 전체적으로 u/r *p', d/r 

*(1-p')의 형태가 된다. 이걸 더해서 1이 된다는 것을 확인해 보면 되는 것이다.

p'

이걸 실제로 더해서 계산해 보면 1이 된다.•

[매우 중요] 이는 새로운 notation이다. 무슨 내용인가? 이는 시험문제에 나온다. 이것이 뭔지 정확하게

이해하고 있어야 문제를 풀 수 있다.

•

앞면이 나올 확률이 p인 확률을 n번 던졌을 때 a부터 시작해서 오른쪽 확률을 모두 더하는 경우이다. 즉

이를 풀어서 쓰면,
P'
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앞면이 나올 확률이 p인 확률을 n번 던졌을 때 a부터 시작해서 오른쪽 확률을 모두 더하는 경우이다. 즉

이를 풀어서 쓰면,

이다.

P'

a는 최소한 몇 번의 앞면이 나와야만 되는가? 지금 주가가 100인데

행사 가격이 500이라고 해 보자. 이 경우 주가가 아무리 올라봤자

쓸모가 없다. 즉 a가 총 동전을 던질 수 있는 횟수보다도 크게 나오

면 아무리 동전을 던져봤자 그 숫자에 도달할 수 없으므로 그 경우

콜옵션의 가격은 0이 된다는 의미이다.

: state price를 가지고 설명할 수 있다는 의미이다. πu와 πd가 바로 state price이다.

πu = 1 | 0○
πd = 0 | 1○

즉 아래와 같이 가정하는 것이다.

R은 gross rate이다. 그런데 이의 가격을 계산해 보자?•

1 = r | r 인 상품의 가격을 πu πd를 이용해서 계산을 한 것이다.

역시 비슷하게 S = uS | dS 를 πu πd 를 이용해서 계산을 한 것이다.•

세번째 것도 비슷하다.•

나머지 모든 숫자를 안다고 가정하면 이 연립방정식을 풀 수 있다.•
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그것을 풀어놓은 것이 바로 이거다. 이렇게 구한 πu와 πd를 가지고 3번

째 식, option price formula에 집어넣으면 바로 옵션 프라이싱 식이 되

는 것이다. (6 page에 있음)

•
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[강의노트]
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[강의노트]

하루에 S = uS | dS 가 되어 버릴 수가 있나? 보통 주가 변동은 이것보다 훨씬 더 많은 값을 가

지게 된다. 또한 하루에 한 번 밖에 trading을 못한다고 가정하였는데, 실제로 우리는 거의

continuous하게(매분 매초) trading 할 수 있다. 각각의 시간에서 360 step이면 하루가 흐른다. 

지금 10만원 하는 주식이 오늘 하루가 지나면 361개의 다른 값을 가지도록 모델링이 가능한 것

이다.

•

우리나라를 보면 모든 값을 다 가지고 있지는 않다. 일반적으로 소수점 이하 2번째 까지 쓰는

데, 바이노미얼을 잘게 짜르면 소수점 이하 3번째까지도 자를 수 있다.

•

즉 전체 t를 n개로 자르면 각각의 거리는 h가 된다. 근데 이 부분은 잘 읽어야 한다. 이

거 헷갈리기 시작하면 정말 어렵다. (뒷부분에 비슷한 notation이 계속 나오기 때문)

•

h는 한 스텝의 시간이기 때문에 trade가 점점 더 자주 일어나면 일어날수록 0에 가까

워질 것이다. 그리고 지속적으로 u, d를 곱해나가면 맨 끝에 u100, d100 이런 식의 숫자

가 나올 수 있다. 이를 방지하기 위해 u 와 r을 조정해 줄 필요가 있다.

r^ 의 정의•

이는 매 스텝의 EAR이라고 생각하면 된다(r은 APR이라고 생각하라. Gross rate임에 유

의할 것)

이 경우 전체의 return이 얼마인가를 계산하기 위해서는 return들을 쭉 누적해서 계산

하면 되는데, 끝까지 다 오면 (r^)n 이 된다.

주가 변동을 일할이 아닌 시할, 혹은 분할 계산할 경우 시간 간격에 따라 이를 조정해

줄 필요가 있다.

•

따라서 h = 한 스텝의 시간, t=만기까지의 시간, n=스텝의 수

로 정의할 수 있다.
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이는 매 스텝의 EAR이라고 생각하면 된다(r은 APR이라고 생각하라. Gross rate임에 유

의할 것)

이 경우 전체의 return이 얼마인가를 계산하기 위해서는 return들을 쭉 누적해서 계산

하면 되는데, 끝까지 다 오면 (r^)n 이 된다.

따라서 r^은 n에 의존한다. 매 period에 적용되는 return 이자율을 생각해도 된다. 즉

이를 통해 1년 동안의 return이 얼마인가를 알고 있어도 각 subinterval에 정의되는 이

자율을 적용할 수 있는 것이다.

r, r^의 관계•

APR/EAR의 공식에 따라 아래와 같은 관계가 성립한다.

(r^)n = rt

따라서 r^ = rt/n 이 된다.

요약하면, u가 될 가능성은 q, d가 될 가능성은 (1-q)이다.•

그런데 log를 취해서 계산하면 보다 계산이 수월해지기 때문에 log를 씌워서 log(u), log(d)를 쓰
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u, d, u, u, d를 가지고 generalization을 시켜보자. 이걸 어떻게 표현할까?•

ln(S*/S) = 3ln(u) + 2ln(d)•

만기시점 주가 S* 는, 제시된대로 5번을 던져서 uduud로 나왔다고 할 때 S*=uduudS로 볼 수

있다. 이 때 양변에 로그를 취해서 로그 수익률을 구해보면 아래와 같다.

이런걸 로그 수익율이라고 부른다.

일반화•

이때 총 n번을 던져서 up이 j번 나왔다고 할 때, 이를 일반화시키면 아래와 같다.

기대값(평균), 분산 구하기•

[참고식]

y=ax+b 일 때

E(y) = a*E(x)+b
V(y) = a2V(x)

기대값/분산을 구할 때 유의할 것은 j 만이 random variable이라는 점이다. 따라서 왼쪽과 같

이 exp, var 식을 유도할 수 있다.

그럼 식의 중간에 있는 E(j)와 V(j)를 없애주어야 하는데, E(j)=nq, V(j)=nq(1-q)가 된다. (확률

분산의 기본적 정의에서 가져옴) 이를 대입 정리하면 왼쪽과 같은 식이 나오고, 이를 정리하면

새로운 변수 μ^과 σ^을 정의할 수 있다.

그런데 문제는 우리는 n→∞이 될 경우를 조사하고자 하는 것인데, μ^n과 σ^n에는 각기 n이

붙어 있기 때문에 이는 n→∞으로 갈 때 0이나 무한대로 가 버리게 된다. 따라서 u, d, q를 적

절하게 조정해 줄 필요가 있다.

Notation μ^, σ^•

[중요중요] 이 부분부터가 시험문제이다•

[참고] 이는 실제 숫자가 아닌데, 이에 대응하는 실세계의 값들이 바로 오른쪽의 값들이다. 즉 오른

쪽은 "진짜 숫자"이며, 특히 만기를 의미하는 숫자이다. 만기가 10년이라고 하면, 매 평균적으로

요약하면, u가 될 가능성은 q, d가 될 가능성은 (1-q)이다.•

그런데 log를 취해서 계산하면 보다 계산이 수월해지기 때문에 log를 씌워서 log(u), log(d)를 쓰

도록 한다.
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=u^nt

적지 않은 노력을 통해 u, d, q를 이처럼 정의할 수 있다. 이 증명은 추후 배우도록 한다.

[중요중요] 이 부분부터가 시험문제이다•

[참고] 이는 실제 숫자가 아닌데, 이에 대응하는 실세계의 값들이 바로 오른쪽의 값들이다. 즉 오른

쪽은 "진짜 숫자"이며, 특히 만기를 의미하는 숫자이다. 만기가 10년이라고 하면, 매 평균적으로

10%씩 올라가며 변동성은 시간이 가면 갈수록 커진다. 그래서 t라고 하는 부분을 포함하고 있는 것

이다. 우리가 원하는 것은 n을 무한대로 만드는 것이다. 따라서 이렇게 u와 d를 정의한다.

이를 통해 궁극적으로는 n→∞으로 갈 때 μ^nt → μt 로 가고, σ^2n → σ2t 로 감을 보이는 것이다.

u, d, q를 검증하기•

u, d, q를 뽑아내는 것은 쉽지 않으므로, 아래와 같이 대입해서 맞는지를 검증해 보자.

따라서 만족함을 알 수 있다.

또한,

따라서 u, d, q가 n→∞ 일 때 주어진 조건을 만족함을 확인할 수 있다.

여하튼 이것은 굉장히 일반적인 형태의 Form이다. 이 때 u=exp(어쩌구..) 형태의 함수는

cancellation 효과 때문에 많이 쓰인다.

[참고] 그런데 이것이 unique solution이 아니다. Q=1/2 인 다른 식으로 만들어버려도 만족하

는 식이 있다. 즉 이것만이 유일한 solution은 아니라는 것이다.

=σ^2n
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이 논문에서 보이고자 하는 최종 목표•

이건 중심 극한 정리이다. 우리가 하려는 최종 목적은 Binomial option pricing

에서 아래 조건이 성립함을 보이는 것이다.

이것이 아래와 같이 수렴함을 보이는 것이다.

즉 숫자를 막 집어넣었을 때 N으로 가는지를 보이는 것의 우리의 목표인 것이

다. 그리고 이 중에서 시험문제가 나가게 된다. (젠장)

이 식의 구체적인 증명 방법은 다음 페이지에 나와 있다. 

(조교 연습 시간에도 풀었음)

•
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이제 여기서부터 binomial formula가 t가 계속 쪼

개질 때 BSM으로 수렴함을 보이게 된다.

•

Step 1•

C= S 어쩌구 + K 어쩌구의 Binomial 계산식에서부터 시작한다. 이는 discrete 버전이므로, 

n→∞로 갈 때 Φ[a;n,p] 함수가 왼쪽과 같이 정규 분포 함수로 수렴함을 보이면 된다.

우선 Φ[a;n,p] 함수가 p의 확률로 1을 가지고 (1-p)의 확률로 0을 가지는데 그 값이 a보다 클

확률임을 알고 있다. 이 경우 random variable은 j가 되며, 이의 평균은 np,  표준편차는

√{np(1-p)} 가 된다. 따라서 1-Φ[a;n,p] 는 j가 a-1보다 적게 나온다는 의미와 같다. 여기에서

a-1을 해 주는 이유는 continuous한 버전이 아니라 discrete한 버전이기 때문이다. 여하튼

정리하면 왼쪽과 같은 식을 얻을 수 있다.

Step 2•

Measure는 아래와 같다.

p'

: 이게 initial condition이다.
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Measure는 아래와 같다.

이제 준비가 되었으므로 Prob 공식을 분해해보자. 아래 계수들을 대입하면 된다.

Step 3•

Continuous 버전에서 구한 아래의 j에 대한 식을

정리하면 아래와 같이 나온다.

마찬가지로 아래의 continuous 버전의 식들을 정리하면

아래와 같은 답을 얻을 수 있다.

이걸 대입해서 정리하면 오른쪽의 식이 나오는 것이다.

Step 4•

이제 Prob 함수의 우변, 즉 a-1에 대해서 풀어 주어야 한다. 10page에 있는 a의 정의에서 뽑

아오면

의 식이다. 이를 log를 씌워서 정리하면,

가 된다. 그런데 a-1을 정의해야 하므로, 계수 ε 를 붙여서 아래와 같이 정리한다.

이를 Prob[ ]의 우변에 대입해서 정리하면 오른쪽의 식이 나오는 것이다.
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Step 5•

이제 중심 극한 정리를 이용하는 핵심적인 부분이 남았다.

아래의 공식

에서 n→∞ 일 때를 구하여 다음으로 수렴함을 보이면 된다.

면 된다. 다른 말로 이는 discrete version을 continuous version으로 바꾼다는 의미와 동일하

다. 아래 변수들을 각기 치환하면 된다.

그런데 그냥은 풀리지 않으므로 아래와 같이 Taylor 전개를 이용한다.

u와 d를 이를 이용하여 전개하면

이 때

따라서, u와 d는 아래와 같다.
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이 때

따라서, u와 d는 아래와 같다.

r^ 을 전개할 때에는 아래의 공식을 이용해서 전개한다.

그럼 r^은 아래와 같이 전개되고,

와 같이 된다. 이를 p 식에 대입하면,

이는 initial condition을 만족함을 알 수 있다.

따라서, p라는 measure를 사용할 때

를 만족함을 알 수 있다.

Step 6.•

이제 이를 이용하여 RHS를 discrete 버전에서 continuous 버전으로 바꾸어 보자. 그러면,
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이 때 ln(u/d)는 n->∞ 로 가면서 사라지게 된다.

그러면 최종적으로 주어진 식을 만족하게 된다.
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